Suites Terminale Spécialité Calcul de limites

Fiche A1.3 : Calcul de limites

1 - Suites de références

Propriété 1 :
e Les suites de terme général 11 ; 12 ; n°; n* (ot keIN) ; V71 et e” ont pour limite + co.

e Les suites de terme général % ; # 1.1

;— 5 (ou keN) ;\/% ete™ ont pour limite 0.
n n

Remargue : On peut méme énoncer une propriété plus générale. Soit 2 un nombre réel :

eSig>0alors lim n? =+ oo eSia<0 lim n*=0
n—+oco n—+oo
Exemple 1:
ea=3:u,=n ea=05:u,=n"?=n ea=-1:u,=n"'=1/n
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Propriété 2 : La limite d’une suite constante est égal a sa valeur.

2 - Opérations sur les limites

e Régles pour la somme : Exemple 2 .
im u _ ) .
notoo L L L oo oo T oo o hm%:0et lim 1=1
: n—+00 n—+0o
lim v, L' |4+00 |—00 |+00 |—0c0 |-—00 !
n—+00 Donc lim 1= 1
im u,+0, | [ 4| +00 |-00 |+00 |-o0 F.L . ”—>+2°°
n—+co e lim n"=+ocet lim -2=-2
N . n—+oo n—+oo
e Régles pour le produit : . ’
. Donc lim -2n°=—-o0
lim u, L L 00 0 oo
n—+00 : ;
T - e lim n=+ocet lim Vn=+o00
im v, L 00 00 o)
n—+00 n—+00
n—+0o0 :
llm unvn L % Lt o0o* o0o* F.l. Donc llm n\/ﬁ =4+ 00
Nn—+00 n—+oo
i , e lim 3=3et lim n?+1=+c0
e Régles pour le quotient : H—s 100 3400
lim u, L L+0| L 00 00 0 Donc lim 23 =0
n—+00 n—+oo 1" +1
lim v, | L'#0 | 0 0o L 00 0 .2 :
n £ = — —-_
N 00 e lim S =0et lim —3n =-00
1. Uy L n—+oo n—+oo
im —* £ * * .
n—>t00 1 1% 0 0 & F.I. F.l. Donc lim %— 3n =—o0
n—+oo

(*) : On utilise la régle des signes pour déterminer si c’est + co ou — co

F.I. : signifie « Forme Indéterminée », c'est-a-dire que I'on ne peut pas calculer directement.




Remarque : Lorsque I'on tombe sur une des 4 formes indéterminées (« 0o — 00 », « 0 X 00 », « = » OU « 0 »),
o0 0

il est souvent possible de « lever I'indétermination » en transformant le terme général de la suite.

Exemple 3 : Calculer les limites ci-dessous.

e lim n?—n = oo — oo donc FI On factorise : lim n% —n = lim n(n—1) = (+ 00) X (+ 00) =+ 00
n—+00 n—+00 n—+00 )
.1 e e .1 . .1
e lim =X 1% =0 X (+ o) donc FI. On simplifie: lim =X n?=lim L= lim - =0
n—+oo M n—+oo Ml n—+oo M n—too’t
. 4n+5 _ o0 . . . . . 4n+5 . ”(4+%) . 4+%
1 =—donc FI. On factorise numérateur et dénominateur : lim =1 = lim —2
2n-3 ~ oo 2n-3 3 3
n——400 n—400 n—+oo n(2 n) H—+00 2~
. 5 . 3 . . 4n+5 _ 4
Or, lim 4+==4et lim 2 -==2donc par quotient, lim 3 =5 = 2
n—+oo n n—+o00 n =400 <
. n-3 _ oo n-3 ”(1‘%) 1‘%
e lim =—doncFlL.: ——= N=1
N s n-+1 n(n+ﬁ) s
Or, Iim 1 ~3—1et lim 1 +< =+ oo donc par quotient, lim ”2_3 =0.
n—+oco " n—+00 n n—+oo°+1

3 - Théorémes de comparaison

Propriété 3 : On considére deux suites (,,) et (v,,) tel que a partir d’un certain rang u,, <v,,

(1) Si lim u, =+ ocoalors lim v, =+ oo (2) Si lim v, =—ooalors lim u, =— o0
n—+00 n—+00 n—+o0o n—+00

(3) Si lim u, =Let lim v, =LsavecL et L’ deux nombres réels alorsona L <L
n—+o00 n—+oo

Remarque : En particulier, si une suite convergente (un) est majorée par un réel M, c’est-a-dire que pour

tout rang n, u,, <M, alors sa limite L est inférieur ou égal a M.

Exemple 4 : Pour tout >0, on a0 <—~ < 1 donc si la limite existe ona lim ﬁe[O,l]

n+1 s 400
Exemple 5 : Déterminer lim n%+1:Pourtoutn > O,ona n2+1>n?douvn?+1>vn?=n
n—+o00
(Par croissance de la fonction racine carrée sur [0; + co[). Or, lim #n =+ codonc lim Vn?+1 =+ o
n—-+o0o n—-+o00

Propriété 4 : On considére trois suites (u,,), (v,,) et (w,,) tel que a partir d’un certain rang u,, < v, <w,

Si lim u,=Let lim w, =Lalors lim w, =L
n—+00 n—+00 n—+00

Remarque : Cette propriété est appelée le théoreme des gendarmes car la

suite (v,,) est comme « encadré » par deux gendarmes, les suites (u,,) et
n n

......

(wn), qui en convergeant tous deux vers la limite L, ne laisse pas d’autre choix - -

a la suite (v,,) de converger aussi vers L.

2cos(n)

Exemple 6 : Déterminer la limite de la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n > 1, par v,, = p

Pour tout entier naturel n,ona -1 <cos < 1.

En multipliant par 2 I'inégalité précédente on obtient, — 2 <2 X cos(n) <2

Puis en divisant par n? qui est positif (car n > 1) on obtient —_i <2
n n n

) .2 . L .
Or, lim — =0et lim = =0doncdaprés le théoréme des gendarmes lim v, =0
n—+oo 1 n—+oo n—+oo




