Arithmétique Terminale Maths Expertes Congruences

Fiche A1.3 : Congruences dans Z

1 - Définition et premiéres propriétés

¢ Nous sommes mercredi : quel jour serons-nous dans 100 jours ? Seul compte le reste de 100 dans la division
par7:100 =7 x 14 + 2, donc ce sera un vendredi. Gauss a introduit en 1801 la notion de congruence, qui

permet de calculer directement sur les restes.

Définition : Soit 7 un entier naturel, n > 2. On dit que deux entiers relatifs a et b sont congrus modulo 7 si

n divise a—b. Onnotea =b [n] (oua =b (mod n)).

Propriété 1:a = b [n] si et seulement si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par 7.

Démonstration :

o Ecrivonsa =ng+retb =nq’ +1" avec0 <r <net0 <+’ <n.Alorsa-b =n(g—q") + (r-1").
Sir =7/, alors a~b = n(g—q’) : n divise a-b.
e Réciproquement, sia = b [n], c’est a dire si nja—b, alors n divise (a—b)—n(q—q') =r—r’.

Or —n < r—r" <n, donc r—r" =0 (comme dans la fiche A1.2) : r =+". O

Conséguences :

eSi0<r<mn:a=r[n] o restlereste de ladivision euclidienne de a par n.

eq1=0[n] ©na.

e Tout entier est congru modulo 72 a un et un seul entierde {0 ; 1 ; ... ; n—1} : son reste dans la d.e. par n

Exemple 1:
a) Vérifier que 38 =3 [5] et -7 =5 [12].

b) Déterminer le reste de 2026 modulo 10, et celui de —23 modulo 4.

Point de vigilance : 2 = r [n] donne le reste seulement si 0 <r < n.

Par exemple 38 = 13 [5] est vrai, mais le reste de 38 modulo 5 est 3, et non 13.

Propriété 2 : Soient n > 2 et a, b, c trois entiers relatifs.

e 1 = a [n] (réflexivité).

e Sia =b [n], alors b = a [n] (symétrie).

eSia =b[n]etb =c|[n],alorsa = c [n] (transitivité).

Démonstration (transitivité) : a—c = (a—b) + (b—c) est la somme de deux multiples de 7 : c’est un multiple de

n (propriété 3 de la fiche A1.1). o




2 - Compatibilité avec les opérations

Propriété 3 : Soient n > 2 eta, b, a’, b’ des entiers relatifs tels que a = b [n] eta’ = b’ [n]. Alors :
ea+a’ =b+b' [n]eta-a’ =b-b" [n]; e ka = kb [n] pour tout keZ ;
eaa’ =bb’ [n]; e aP = b¥ [n] pour tout peIN.

Démonstration :

e (@a+a’)-(b+1") =(a-b) + (a’-b’) est une somme de deux multiples de 7, donc un multiple de n.

De méme pour la différence, et ka—kb = k(a—Db).

o aa’ —bb’ =aa’ —ab’” +ab’ -bb’ =a(a’-b") + b’ (a-b) : C’est une combinaison linéaire de a’ b’ et a—b, qui
sont multiples de #. Donc njaa’ -bb’.

o Par récurrence sur p: a’ =b° =1, et sia? = b” [n], alors aP*! =a” xa =bP x b =bP*! [n]. o

Remargue : dans une somme, un produit ou une puissance, on peut donc remplacer un nombre par
n'importe quel nombre qui lui est congru : son reste, ou un nombre négatif plus simple (ex : 99 = -1 [100]).
Exemple 2 : Déterminer le reste de la division euclidienne de 2025 x 2026 + 2027 par 7.

2023 =7 x 289, donc 2025 =2 [7], 2026 =3 [7] et 2027 =4 [7].

Ainsi 2025 x 2026 + 2027 =2 x3 +4 =10 =3 [7] : le reste est 3.

Point de vigilance :
e on ne peut pas diviser : 2 X 3 =2 x 1 [4] (car 6 =2 [4]), mais 3 £ 1 [4].

e on ne remplace pas un exposant par un nombre congru : 4 = 1 [3], mais 2* = 16 = 1 [3] alors que 2! = 2.

k

Méthode (reste de a” modulo 1) : On cherche une petite puissance a* congrue a 1 (ou a —1) modulo n.

Puis, on effectue la division euclidienne de I'exposant : p =kg +r. Alorsa? = (ak)q xa ' =11xa" =a" [n].

Exemple 3:

a) Etudier les restes de 2" modulo 7.
20 51;21 52;22 54;23 =8 =1 [7]. Les restes se répétent avec une période 3:1;2;4;1;2;4; ..
22026 modulo 7.
)675

b) En déduire le reste de

2026 =3 X 675 + 1, donc 22026 = (23 x2=17x2 =2[7]: le reste est 2.

c) Montrer que pour tout n€N, 7 divise 23n_1,

251 = (23)” =8"=1"=1[7], donc2%"-1 =0 [7] : 7 divise 23" 1.

Exemple 4 : Déterminer le chiffre des unités de 720%7.

Le chiffre des unités est le reste modulo 10. 7' =7 [10]; 7> =49 =9 =—1[10];

2027 =2 x 1013 + 1, donc 72 = (72) " x 7 = (- )" x 7 =~ 7 =3[10]  le chiffre des unités est 3.

32+l 4 on+2 et divisible par 7.

Exemple 5 : Montrer que pour tout n€lN,
32+l =3 % (32)” =3x9" =3 x2"[7] et par ailleurs 2"*% = 4 x 2".

Donc 321 422 =3 x 2" 4+ 4 x 2" =7 x 2" =0 [7] : 32"+ + 2*2 est divisible par 7.




