
Arithmétique Terminale Maths Expertes Applications des congruences
Fiche A1.4 : Applications des congruences

1 – Critères de divisibilité
• Tout entier naturel 𝑁 s’écrit en base 10 : 𝑁 = 𝑎𝑝10𝑝 + 𝑎𝑝−110𝑝−1 +⋯+ 𝑎110 + 𝑎0, où 𝑎0, 𝑎1, …, 𝑎𝑝 sont ses
chiffres (entre 0 et 9) ; 𝑎0 est le chiffre des unités.
Propriété 1 : Soit 𝑁 un entier naturel de chiffres 𝑎𝑝, …, 𝑎1, 𝑎0.
• 𝑁 ≡ 𝑎0 [10] : 𝑁 est divisible par 2 (resp. 5) si et seulement si son chiffre des unités l’est.
• 𝑁 ≡ 𝑎0 + 𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑝 [9] : 𝑁 est divisible par 9 (resp. 3) si et seulement si la somme de ses chiffres l’est.
• 𝑁 ≡ 10𝑎1 + 𝑎0 [4] : 𝑁 est divisible par 4 si et seulement si le nombre formé par ses 2 derniers chiffres l’est.
• 𝑁 ≡ 𝑎0−𝑎1 + 𝑎2− ⋯+ (−1)𝑝𝑎𝑝 [11] : 𝑁 est divisible par 11 si et seulement si la somme alternée de ses
chiffres l’est.
Démonstration : on applique la compatibilité des congruences (fiche A1.3) à l’écriture de 𝑁 en base 10.
• 10𝑘 ≡ 0 [10] pour 𝑘 ≥ 1, donc 𝑁 ≡ 𝑎0 [10]. Même raisonnement modulo 2 et 5.
• 10 ≡ 1 [9], donc 10𝑘 ≡ 1 [9] pour tout 𝑘, et 𝑁 ≡ 𝑎𝑝 +⋯+ 𝑎1 + 𝑎0 [9]. Même raisonnement modulo 3.
• 100 ≡ 0 [4], donc 10𝑘 ≡ 0 [4] pour 𝑘 ≥ 2, et 𝑁 ≡ 10𝑎1 + 𝑎0 [4].
• Enfin 10 ≡ −1 [11], donc 10𝑘 ≡ (−1)𝑘 [11] et 𝑁 ≡ 𝑎0−𝑎1 + 𝑎2− ⋯  [11]. □
Exemple 1 : Le nombre 𝑁 = 7392816 est-il divisible par 3 ? par 9 ? par 4 ? par 11 ?
•
•
•
Exemple 2 : Déterminer les chiffres 𝑥 tels que le nombre 3𝑥52 (écrit en base 10) soit divisible par 3.

2 – Résoudre des équations avec des congruences
• On rappelle qu’on a pas le droit de diviser une égalité de congruence par un même nombre. Pour résoudre
une équation, on dispose alors de deux méthodes pour résoudre
Méthode 1 (table de congruences) : modulo 𝑛, un entier 𝑥 n’a que 𝑛 restes possibles. On teste, pour chaque
reste de 𝑥, le reste de l’expression étudiée.
Exemple 3 : Résoudre dans ℤ l’équation 3𝑥 ≡ 5 [7].

Reste de 𝑥 modulo 7
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Exemple 4 : Démontrer que l’équation 𝑥2 = 3𝑦 + 2 n’a aucune solution (𝑥 ; 𝑦) dans ℤ2.



Définition : Soit 𝑛 ≥ 2. On dit que 𝑎∈ℤ admet un inverse modulo 𝑛 s’il existe un entier 𝑢 tel que 𝑎𝑢 ≡ 1 [𝑛].
Exemple 5 : Trouver un inverse du nombre 3 modulo [11] :
Remarque : tout entier n’a pas d’inverse : 2𝑢 est pair, donc 2𝑢 ≡ 1[4] est impossible. Au chapitre suivant, on
verra que 𝑎 a un inverse modulo 𝑛 si et seulement si 𝑎 et 𝑛 sont premiers entre eux.
Méthode 2 (inverse) : On cherche d’abord un inverse du nombre qui est situé devant le « 𝑥 ».
Puis on multiplie les deux membres de l’équation par cet inverse trouvé.
Exemple 6 : Résoudre dans ℤ l’équation 3𝑥 − 9 ≡ 4 [11].

3 – Clés de contrôle
• Pour détecter les erreurs de saisie, on ajoute à un code une clé calculée avec des congruences : codes-
barres, ISBN, RIB, numéro de sécurité sociale…
Exemple 7 : (code EAN-13) : un code-barres de 13 chiffres 𝑎1𝑎2…𝑎13 est valide si 𝑎1 + 3𝑎2 + 𝑎3 + 3𝑎4 +⋯+
3𝑎12 + 𝑎13 ≡ 0 [10].
a) Déterminer la clé 𝑎13 du code 978221005432𝑎13.

b) Montrer qu’une erreur sur un seul chiffre est toujours détectée.

4 – Chiffrement affine
• On numérote les lettres de 𝐴 = 0 à 𝑍 = 25. Le chiffrement affine de clé (𝑎 ; 𝑏) remplace la lettre de numéro
𝑥 par la lettre de numéro 𝑦, où 𝑦 est le reste de 𝑎𝑥 + 𝑏 modulo 26.
Exemple 8 : On choisit la clé (3 ; 7).
a) Chiffrer le mot MATHS.
• • •
• • •
b) Exprimer 𝑥 en fonction de 𝑦 et déchiffrer la lettre R.

Remarque : avec la clé (2 ; 0), les lettres 𝑥 et 𝑥 + 13 sont chiffrées de la même façon (2 × 13 = 26 ≡ 0 [26]) :
on ne peut pas déchiffrer. Il faut que 𝑎 ait un inverse modulo 26.


