Analyse Maths complémentaires Suites

Fiche Al1.4 : Suites arithmético-géométriques

m — Définition

Définition 1 : Une suite est dite arithmético-géométrique si elle est définie pour tout rang n, par une relation

de récurrence de la forme u,,,; = au,, + b avec a et b deux nombres réels.

Remarque : On a donc u,,; = f(u,) avec f une fonction affine f(x) =ax + b

Cas particuliers :

e Sia = 0, la suite est constante égalea b
e Sia = 1, la suite est arithmétique de raison b

e Si b = 0, la suite est géométrique de raison a

Exemple 1 : On considére la suite (u,,) définie par uy = 2 et pour tout rang n, u,,1 = %un + 5.

1) Justifier que (u,) est une suite arithmético-géométrique : u,,; = au, + baveca =05etb =5
2) Déterminer la fonction f tel que u,,; = f(uy,) : f est la fonction affine f(x) = %x +5

3) Calculer les trois premiers termes de la suite.

2 2 2 2 2 2

@ — Représentation graphique et limite

— Kl
Ug = 2 10

fXi=05x+45

Exemple 2 : On reprend la suite (uy) : {u S
n+l = 5 4n

1) Représenter graphiquement la suite (u,,)

e Etape 1: On représente la fonction f(x) = %x +5
e Etape 2 : On trace la droite d’équation y = x

e Etape 3 : On place u, sur I'axe des abscisses.

e Etape 4 : On utilise la courbe de f déterminer u; puis la droite

3

d’équation y = x pour le reporter sur I'axe des abscisses. —
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® Etape 5: On réitére le procédé avec u; pour avoir u,, etc.

2) Conjecturer la limite de la suite : lirf u, = 10 (c’est I'abscisse du point d’intersection entre les droites)
n—->+0o

Propriété 1 : Soit f une fonction définie sur R et (u,) une suite tel que u,, 1 = f(uy,).

Si (u,,) converge vers un nombre réel L alorsona f(L) = L

Remarque : Une suite arithmético-géométrique n’est pas toujours convergente. Cependant, lorsque c’est le
cas, la limite correspond a I'abscisse du point d’intersection entre Cr ety = x.
Exemple 3 : On admet que la suite précédente est convergente. Déterminer alors sa limite L.

Si (uy,) converge vers L alorsona f(L) = 0.5L + 5 = L soit 0.5L = 5d’ou L = 10. Donc lim u, =10

n-—-+oo
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@ — Recherche de la formule explicite

Il est possible de trouver une formule explicite pour une suite arithmético-géométrique.

Exemple 4 : On reprend la suite (u,) : {

1)

2)

3)

4)

5)

u0=2

. . . A 1
Déterminer une suite constante (c,) vérifiant pour tout rang n, ¢,,41 = SCnt 5.
Si la suite (c,) est constante, cela signifie que pour tout rang n, ona ¢, 41 = ¢p-
1 w1 ) s
Pour tout rang n, on a donczcn + 5 = ¢, Cest-a-dire ZCn = 5d’oul ¢, = 10.
. . . _— 1

La suite constante égale a 10 vérifie ¢,41 = ZCn t 5.
Soit v, = u,, — 10. Montrer que la suite (v,) est géométrique et déterminer sa raison et son 1¢" terme.

1 1 1 1 1 1
Vpt1 =Upyp —10=-u, +5-10=-u, - 5=-u, —-x10==(u, —10) =-v,

2 2 2 2 2 2

1 . . s . 1
Pour tout rangn,onav, 4, = > Vn Ce qui prouve que la suite (v,,) est géométrique de raison g = >
Vg=uy—10=2-10= -8
Déterminer la formule explicite de la suite (v,)
1n

On a donc, pour tout rang n, v, = vy X q" = (—8) X 3
En déduire la formule explicite de (u,).

n
Pour toutrangn,onau, = v, + 10 = (—8) x; +10=10-8x 0.5

Retrouver par le calcul, la limite de la suite (u,).

Onsaitque lim 0.5" =0car0 < 0.5 < 1donc lim u, =10—-8x0 =10

n——+oo n—+oo

Remarque : De fagon générale, si (c,) est la suite constante solution de la relation de récurrence

Up41 = AU, + b alors la suite (v,) définie par v, = u, — c, est une suite géométrique de raison a.

En effet, v 11 = Up41 — Cnaat

= au, + b — (ac, +b)

au, +b —ac, — b)

= a(u, — cp)

= av,.

Ainsi, en passant par la formule explicite de v,, et en notant c¢ la valeur de la suite constante solution,

on obtient une formule explicite générale pour les suites arithmético-géométrique u,,; = au, + b:

Uy, =V, +cp,=v9Xa"+c=Wwy,—c)xa"+c
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