Limites et continuité Terminale Spécialité Calcul de limites

Fiche A2.3 : Calcul de limites

1 - Limites usuelles et opérations

Propriété 1 (limites des fonctions de référence - voir les courbes en annexe) : Soit 77 un entier, n > 1.

e lim x" =4+ oc0; lim x" =+ oo sin est pair, —co sin estimpair; lim x =+ co.
X—+00 X——00 X—+00
. 1 .1 .1 . . . . .
e lim — =0; lim — =+00; lim —; =+ oo sin est pair, —oo si n est impair.
X—=+00 x—0t ¥ x—0"
e lim ¢f=+0c0; lim ¢*=0.

X—+00 X——00

e Les régles d’opérations sont les mémes que pour les suites (fiche A1.3). Elles s’appliquent en + oo, en —oco
ou en un réel a. Dans les tableaux, £ et £/ sont des réels et f, g deux fonctions.

Somme f+g Produit fx g Quotient f/ g
i fI|mg 5/ + 00 —00 i fI|mg 5/ £0 0 oo i fllmg 5/ £0 0
C | ¢+0 ] +00 | -0 0| ext’| 0 + 0| ¢t | £o0 0
+ oo + oo + 00 F.l. 0 0 0 F.l. 0 0 F.l. 0
—00 —00 F.l. —00 (&Y + o0 F.l. + 0 + oo + 0o F.l.

F.l. : forme indéterminée (on ne peut pas conclure directement).
+ 00 : le signe s'obtient par la régle des signes ; pour un quotient dont le dénominateur tend vers 0, il faut connaitre le signe
du dénominateur (0% ou 07).

Exemple 1 : Déterminer les limites suivantes: a) lim (x> +x) b) lim (x-2) ><— c) lim L et hm L

X——00 x—07 3t ¥ -3 -3 x-3

a) lim x3 = -ocoet lim x = —oo dong, par somme, lim (x3 + X) = —o0.

X——00 X——00 X——00

) lim (x-2) =-2et lim % =+ oo dong, par produit, lim (x—2) ><91—C = —00.

x—07 x—0% x—0*

c)Six >3,alorsx-3 >0: lim (x—3) = 0" donc, par quotient, lim %3 + oo,
x—37 x— 3+
De méme, lim (x—3) =0 donc lim %3 = —oo. La droite x = 3 est asymptote verticale a la courbe.
x—3" x—3"

Méthode (lever une forme indéterminée « co—co », « 0 X 00 », « g » OU « 8 ») : on transforme I'expression.

e En + oo : on factorise par le terme prépondérant (pour un polynéme : le terme de plus haut degré).

e En un réel a : on factorise puis on simplifie.

2
Exemple 2 : Déterminer : a) lim (2x®+4x?-1) b) lim 3x2_—x+1 c) lim X6

X——00 x—+oo X745 x—2
a)F.l. « —co+0co». Pourx #0: 2x3 +4x2-1 =3 (2 +§—i).

o

Or lim x°®=-coet lim (2 +———) 2 donc, par produit, lim (2x° + 4x?>~1) = —c0

X

X——00 X——00 X——00
231 L 3-1 1
S 3x2—x+1 x x2 x x2 7 7 .
b) F.I. « — ». Pour x # 0: 70 = = = Le numérateur tend vers 3 et le dénominateur vers 1
X+ 2 5 1+=

X <1+x2) x2

donc, par quotient, la limite est 3 (asymptote horizontale d’équation y =3 en + o).

) F.l. « % ». x2 + x=6 = (x=2)(x + 3) donc, pour x # 2, X2 Lex 6 =x + 3. Ainsi lim %3526 5.

x—2




2 - Limite d’une fonction composée

Propriété 2 : Soient a, b, c des réels, + co ou —co. Silim u(x) = b et lim f(X) =c, alors lim f(u(x)) =c.
X—b 5

X—a —a

Exemple 3 : Déterminer: a) lim el™ p) lim vx2+1 ¢ lim (\/x+1—\/§)

X—+00 X—>—00 X—+00

a) lim (1-x) =-ocoet lim eX =0donc, par composition, lim el = 0.
x—+00 X——c0 x—+00

b) lim (x2 +1) =+ooet lim VX =+ oo donc, par composition, lim V x2+1 =+ oo.
X——00 X—+00 X——00

(x+1)—x _ 1
Vairlxr Vatlefx

Le dénominateur tend vers + oo (composition et somme) donc la limite est 0.

c) F.l. « co—co ». Expression conjuguée : Vx + 1—yx =

3 - Limites et comparaison

Théoréme 1 (comparaison) : Soient f et ¢ deux fonctions telles que f(x) < g(x) pour x assez grand.
eSi lim f(x) =+ oo, alors lim g(x) =+ oc0. eSi lim g(x) =—o0, alors lim f(x) = —co.

X—+00 X—+00 X—+00 X—+00
Théoréme 2 (des gendarmes) : Si f(x) < g(x) <h(x) pour x assez grand et si lim f(x) = lim h(x) =¢
X—+00 X—+00

(avec € réel), alors lim g(x) ={.

xX—+00

Remargue : Ces théorémes s’adaptent aux limites en —oco et en un réel a.

Démonstration (théoréme 1, premier point) : Soit A unréel. Comme lim f(x) =+ co,ona f(x) > Adésque

X—+00
x est assez grand ; alors g(x) > f(x) > A. Tout intervalle ]A; + oo[ contient donc g(x) pour x assez grand. o

sinx

Exemple 4 : Déterminer: a) lim b) lim (x + cosx)

X—+00 X—+00
. 1 _sinx _1 . 1\ _ - 1 _
a) Pourtoutx >0:-1 <sinx <ldonc—=<=—7<=0r lim (——) = lim ==0donc,
X x X—+00 X—+00 il
d’aprés le théoréme des gendarmes, lim ** =0.
x—>to0 e 16

b) Pour tout réel x : cosx > -1 donc x + cosx > x—1. Or lim (x—1) =+ oo donc, par | :
X—+00

comparaison, lim (x + cosx) =+ co.

xX—+0c0

4 - Croissances comparées

X
Théoréme 3 (C.C) : Pour tout entiern >1: lim S =+o00 et lim x"e* =0.

x—+00 ¥ X——00

Remargue : On retient que « I'exponentielle I'emporte sur les puissances de x ». Ce théoréme permet de

lever des formes indéterminées « g » ou « 0 X oo » (démonstration en annexe).

Exemple 5 : Déterminer: a) lim (e*—x?) b) lim (x%+ 1)e*

xX—+00 X——00
X X
a) F.I. « co—00 ». Pour x # 0 : e*—x% = x2 (6—2—1). Or lim 3—2 =+ oo (C.C). Par produit, im (e*—x?) =+ co.
X x—+oo X X—+00

b) (x? + 1)e¥ = x%¢* + ¢*. Or lim x%¢* =0 (C.C) et lim e* = 0. Donc, par somme, la limite est 0.

X—>—00 X——00




