Nombres complexes Terminale Maths Expertes L’ensemble C

Fiche C1.1: L'’ensemble des nombres complexes

1 - L’ensemble C

e Dans IR, I'équation x>=-1n'a pas de solution : le carré d’un nombre réel est toujours positif.
e Au XVle siecle, pour résoudre des équations de degré 3, les mathématiciens italiens (Cardan, Bombelli) ont

eu 'idée d'introduire un nombre « imaginaire » de carré —1 et de calculer avec lui comme avec un réel.

Théoréme (admis) : Il existe un ensemble noté C, appelé ensemble des nombres complexes, qui contient
R et un élément noté i¢IR tel que i2 = —1, et qui est muni d’une addition et d’une multiplication prolongeant
celles de IR, avec les mémes régles de calcul.

Tout élément z de C s’écrit de maniére unique sous la forme z = a + ib avec a et b réels.

Remarques :
eINCcZ cD cQcR cC:toutréelaest un nombre complexe, a savoir a + 0.

e || n’existe pas d’ordre dans C compatible avec les opérations : écrire z < z7 ou « z est positif » n’a aucun

sens pour des nombres complexes non réels. Par exemple, i n’est ni positif ni négatif (son carré vaut —1).

Définition 1 : L’écriture z = a + ib (avec a,b€lR) est appelée forme algébrique de z.

e Le réel a est la partie réelle de z, notée Re(z). e Le réel b est la partie imaginaire de z, notée Im(z).

Exemple 1 : Donner la partie réelle et la partie imaginaire de z; =3-51,z, = 1,23 =7 et z, = 2i—4.

ez, =3+ (-5)i:Re(z;) =3 et Im(z;) =-5. ez, =0+ (-1)i: Re(z,) =0 et Im(z,) =-1.
e z3 =7+ 0i:Re(z3) =7 etIm(z3) =0. ez, =—4+2i,donc Re(z,) = -4 et Im(zy) =2.
Remarques :

¢ SiIm(z) =0, alors z = a€R : le nombre z est donc réel.

e Si Re(z) =0, alors z = ib : on dit que z est un imaginaire pur. L'’ensemble des imaginaires purs est noté iIR.

eOnadoncC =R UiRetR NiR ={0}

Exemple 2 : Pour quelles valeurs de m€R le nombre z = (m?—4) + (m + 1)i est-il réel ? imaginaire pur ?
ezeR © Im(z) =0 © m+1=0 © m=-1;onaalorsz = (-1)>-4 = -3.

e2ciR © Re(z) =0 © m?>-4=0 © m=2o0oum=-2;onaalorsz =3iouz = —i.

Propriété 1 (puissances de i) : 0=1 c it=i c i2=-1 : == c t=1 ; puis les valeurs se répétent :

pour tout nelN, i"+* = i".

3

Démonstration : i° =% x i = —i et i* =% x i?> = (-1) X (1) = 1. Donc pour tout nelN, i"** =" x i* =i". o

Point de vigilance : le symbole /~ est réservé aux réels positifs : on n'écrit jamais « i = V=1 ».

Sinon la régle Vab = vVaVb donnerait -1 =2 =i xi =V-1 x V-1 :m =V1=-1.

Méthode : Pour calculer i", on effectue la division euclidienne de n par 4 : si n =4q + r avec r€{0;1,2;3},
alors i" = (i*)1x i" =1i".

Exemple 3 : Calculer 2926 : 2026 = 4 x 506 + 2 donc 12020 = (i*)°% x 2 =1 x (-1) = -1.



2 - Egalité de deux nombres complexes

Propriété 2 : Deux nombres complexes z =a + ib et z/ =a’ + ib’avec a, b, a’, b’ réels sont égaux si et

El=El,

b=0b'

seulement s'ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire : z =z’ {

Remarque : Cette propriété (qui traduit I'unicité de la forme algébrique) permet de remplacer une égalité
dans C par un systéme de deux équations dans IR : on dit que I'on identifie les parties réelles et les parties

imaginaires.

Démonstration :

(<)Sia=a"etb =0’ alorsa+ib =a’ +ib’.
(=) Réciproquement, sia + ib =a’ + ib’, alors a—a” = i(b” —b). Supposons par I'absurde que b # b’ : Alorsi =

| / Ve . . .
% €R. cara, b, a’, b’ sont réels, ce qui est absurde. Donc b = b’, puis a—a’ =0, soita =a’. o

Corollaire (conséquences de I'égalité dans C) : Pour z =a + ib et z/ =a’ +ib’ aveca, b, a’, b’ réels :

ez+7z ©a#a oub#t’ ez=0© a=0etb=0 ez#0 © a#0oub#0

Méthode (résoudre une équation d’inconnue complexe z par identification) :

1. On pose z = x + iy avec x et y réels.

2. On remplace dans I'équation et on met chague membre sous forme algébrique.

3. On identifie parties réelles et parties imaginaires : on obtient un systéme de deux équations réelles.

4. On le résout et on conclut.

Exemple 4 : Résoudre dans C I'équation 2z + 3i =iz + 5.
e On pose z = x + iy avec x,y€RR.
e Alors 2z + 3i = 2(x +iy) + 3i =2x + 2iy + 31 =2x +i(2y + 3)
Etiz+5 =i(x +iy) +5=ix + i’y +5=ix —y + 5 = (5-y) + ix.
e Par identification : 2x +i(2y + 3) = (5-y) +ix & { 2 =57y .

2y+3 =x
On remplace x par 2y + 3 dans la 1ére équation : 2(2y + 3) =5-y& 4y + 6 =5-y, soit 5y = -1, d'ouy = —% .

e — _1 _—2,15_13
PU|sx—2><( 5)+3—5+5—5.
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e Conclusion : I'’équation admet une unique solution, z =35l



