Nombres complexes Terminale Maths Expertes Equations du second degré

Fiche C1.3 : Equations du second degré dans C

1 - Racines carrées d’un réel négatif

e Dans IR, I'équation x> = —9 n’a pas de solution. Dans C, (3i)% = 9i> = -9 et (-3i)?> = -9 : elle en a deux.

2:

Propriété 1 : Soit a un réel strictement positif. L'équation z© = —a admet exactement deux solutions dans

C:z=iJaetz =—-ia.

Démonstration : Comme (iVa)? =i>X a =—a,onaz’? =—a & 22— (iWa)’>=0 o (z-iVa) (z +iva) =0.

D’apreés la régle du produit nul (qui fonctionne aussi dans C) on obtient z = iWa ou z = —iva. o

. . . . 1 1. .
Exemple1:22=—9 S z=3iouz =-3i; Z2=2 z=1\/§ouz=—z\/§; zzz—;}@z:Ezouz:—%z.

2 - Equation du second degré a coefficients réels

Théoréme : Soient a, b, ¢ trois réels avec a # 0, et A = b>—4ac le discriminant de I’équation az? +bz+c =0.

® Si A > 0: deux solutions réelles z; = eV etz, = _bNZ.
2a 2a
e Si A =0 : une solution réelle (double) z, = —2%.
—b-iV-A —  —b+iV-A

e Si A <0: deux solutions complexes conjuguées z; = etz, =2z, =

2a 2a

Dans tous les cas, az” + bz + ¢ = a(z—z;)(z—2,) (avec z; =z, = z5 siA = 0).

Méthode : La résolution suit le méme plan que dans IR :
1. identifier a, b, c et calculer A ;
2.si A <0, calculer V—A et appliquer les formules avec iV —A a la place de VA ;

3. donner les solutions sous forme algébrique (elles doivent étre conjuguées).

Exemple 2 : Résoudre dans C I'équation 2?22z +5 =0.

Exemple 3 : Résoudre dans C I'équation 272422 +5 =0, puis factoriser 272+ 27 +5.

Remarques :
¢ Dans C, une équation du second degré a coefficients réels a toujours des solutions (méme lorsque A < 0)
e Somme et produit des solutions : z; + z, = —Z etziz, :;Cl (fiche C1.4).

Exemple2:z; 4+ 2z, =2etz;z, =(1-2i)(1+2i) =1+4 =5.



3 - Démonstration du théoréme

Démonstration : Soient a, b, ¢ trois réels aveca # 0 et A = b®—4ac.

2 42 2 2 2
e Forme canonique : az”? + bz +c =a (z +£) LA g (z +£) _A | cqr L e b
2a 492 4 2a 402 492 @ 402
. 2 b\2 ., . . b

eSiA=0:az"+bz+c :a(z +2—a) , qui s'annule si et seulement si z =5, = Zp-

A n%
°SiA>0:5= (5) et 'identité X*—Y? = (X-Y)(X + Y) donne

4q

az>+bz+c=a (z +%—%) (z +%+%) =a(z—z5)(z—2z1).

—\2 , 2
eSiA <0:-A >0et, commei?=-1, 4A—2 =— <2;aA) = (1 2;A) . La méme identité donne alors
(1

2 — b_N-A b NZAY _
az +bz+c—a(z+2a > )(z+2a+ > ) =a(z—z5)(z—21).

e Dans chaque cas, d’aprés la régle du produit nul (valable dans C), les solutions sont exactement z; et z,

_ —b+iN-A
a

(confonduesenzysiA =0).SiA <0,commea,b etV—-Asontréels,z, = 5

=z :lesdeux solutions sont

conjuguées. O

4 - Pour aller plus loin : coefficients complexes

Remarque (hors programme) : Si a, b, ¢ sont des nombres complexes (a # 0), la forme canonique reste

2
valable : az?> + bz +c =a (z +%) _Az avec A = b?>—4aceC. Mais A n'a plus de signe et le symbole J na

4a

plus de sens : il faut connaitre un complexe 6 tel que 52 =A (en général, il est donné par I’énoncé).

) i
A 6 . ~b- —b+6 L

Alors i (Z) et le calcul du 3 donne les solutions z; =—-= et z; =—=. En général, elles ne sont plus
/)

conjuguées.

Exemple 4 (guidé) : On considére I'équation (E) : z°—(1 + i)z +i = 0.

1. Calculer le discriminant A.

2. Vérifier que 6 = 1—i vérifie 6% = A.

3. En déduire les solutions de (E).

4. Vérifier le résultat.



