Nombres complexes Terminale Maths Expertes Equations du second degré

Fiche C1.3 : Equations du second degré dans C

1 - Racines carrées d’un réel négatif

e Dans IR, I'équation x> = —9 n’a pas de solution. Dans C, (3i)% = 9i> = -9 et (-3i)?> = -9 : elle en a deux.
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Propriété 1 : Soit a un réel strictement positif. L'équation z© = —a admet exactement deux solutions dans

C:z=iJaetz =—-ia.
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=1 & 22— (Wa)’>=0 & (z-iva) (z+iva) =0.

D’apreés la régle du produit nul (qui fonctionne aussi dans C) on obtient z = iWa ou z = —iva. o

Démonstration : Comme (iVa)?> =i>X a =—a,onaz

. . 1 .
Exemple1:22=—9®z=3zouz=—3z; ——2<:>z—1\/§ouz——z\/_ ——Z®z—§10uz——%z.

2 - Equation du second degré a coefficients réels

Théoréme : Soient a, b, ¢ trois réels avec a # 0, et A = b>—4ac le discriminant de I’équation az? +bz+c =0.

—-b—VA _—b+\/Z
> etz, = P

® Si A > 0: deux solutions réelles z; =

e Si A =0 : une solution réelle (double) z, = —2%.
* Si A <0 : deux solutions complexes conjuguées z; = _b_zla Aetz, =77 = _b+2’a =

Dans tous les cas, az” + bz + ¢ = a(z—z;)(z—2,) (avec z; =z, = z5 siA = 0).

Méthode : La résolution suit le méme plan que dans IR :
1. identifier a, b, c et calculer A ;
2.si A <0, calculer V—A et appliquer les formules avec iV —A a la place de VA ;

3. donner les solutions sous forme algébrique (elles doivent étre conjuguées).

Exemple 2 : Résoudre dans C I'équation 2?22z +5 =0.
ea=1,b=-2,c=5:A :(—2)2—4><1><5 =4-20=-16 <0.
L'équation admet deux solutions complexes conjuguées.

«V-A=V16=4doncz; =5 =1-Dietzy =27 =1+2i. §={1-2i;1+2i}.

o Vérification : (1-21)2—2(1-2i) + 5 = (1—4i + 4i*)—2 + 4i +5 = -3-4i-2 + 4i + 5 = 0.
Exemple 3 : Résoudre dans C I'équation 222+22+5 =0, puis factoriser 22 + 2z +5.

oA =224x2x5=4-40=-36<0etV36=6.Doncz, == =_1 djetz, =77 = -
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e Factorisation : 22> + 2z + 5 = 2(2 +3 +%i) (z +§—§z)

Remarques :
¢ Dans C, une équation du second degré a coefficients réels a toujours des solutions (méme lorsque A < 0)
e Somme et produit des solutions : z; + z, = —Z etziz, :fl (fiche C1.4).

Dans I'exemple 2:z; +z, =2 etz;z, = (1-2i)(1+2i)) =1+4 =5.



Démonstration : Soient a, b, ¢ trois réels aveca #0 et A = b%—4ac. On pose o = —% etp = —4—Aa
2
e On écrit le trindme sous forme canonique : az? + bz +c =a(z - a)? +f =a (z + ;—a) —ﬁ
a
2
o SiA=0:az2+bz+c= a(z +2%) , qui s’annule si et seulement si z = —% =2z
. A _ (V&) 2_2
eSiA>0: i (27) et l'identité X“-Y~ = (X=Y)(X + Y) donne
a

az? +bz+c :a(z +2ﬁ_ﬂ) (z +£+Q) :a(z b’n/—)(
a 2a 2a  2a

)=ﬂ(2 25)(z—21).

oSiA<0:—A>Oet,commei2:—1,A:—ﬂ:—( ) ( )
4a2 4a2
b iN-A ) ( +_ iN-A

La méme identité donne alors az2 + bz +c = a (z +§— > +

) =a(z—2z5)(z—2z7).

e Dans chaque cas, d’aprés la régle du produit nul (valable dans C), les solutions sont exactement z; et z,

(confonduesenzysiA =0).SiA <0,commea,b et V—A sontréels, Zy = _bJrzl—a_A = Z; : lesdeux solutions sont

conjuguées. O

Remarque : Le théoréme s’étend aux équations du second degré aux coefficients complexes :

e Dans ce cas, le discriminant A = b%>—4ac est lui-méme un nombre complexe et celui-ci n’a plus de signe : On
aurait alors besoin de la racine carrée complexe de A, c’est a dire un nombre complexe 6 tel que 6% = A.
Un tel nombre 6 existe toujours (et dans ce cas son opposé convient aussi).

e Si I'on reprend la démonstration précédente avec a, b, ¢ des nombres complexes (a2 # 0) alors la forme
(z + i)z—% avec A = b%>—4aceC.

4a

canonique reste valable : az?+bz+c=a

2
A b

e Onaalors = = (%) et le calcul du 3 donne les solutions z; = 0 et Zy =
4a

plus conjuguées.

-b+6
2a

. En général, elles ne sont

Exemple 4 (guidé) : On considére I’équation (E) : z>—(1 + i)z +i = 0.

1. Calculer le discriminant A.

a=1,b=-1+i),c=i:A=1+i)2?-4x1x i=1+2i+i>—4i =2i-4i = -2i.
2. Vérifier que 6 = 1—i vérifie 6% = A.

(1-i)?> =1-2i + i*> = 1-2i-1 = -2i = A. Donc 6 = 1-i convient.

(=6 = —1 + i conviendrait aussi et donnerait les mémes solutions).

3. En déduire les solutions de (E).

—b=5 _ (1+i)—(1-i) _ 2i —b+6 _ (1+i)+(1-i) _ 2 _ 1
= 5 =7 =i et z, = = 5 —2—1. S=1{1;1}.

Zl =
4, Vérifier le résultat.
12-(1+i)x1+i=1-1-i+i=0eti?~(1+i)x i+i=-1-i-i>+i=-1-i+1+i =0. On remarque que

les solutions 1 et i ne sont pas conjuguées.



